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Einfithrung

In der vorliegenden Seminararbeit soll eine Einfithrung in einige interessante Aspekte der
Quantenmechanik gegeben werden. Dartiber hinaus soll versucht werden, einige Moglichkei-
ten der Nutzung dieser Aspekte im Bereich des Quantencomputing aufzuzeigen. Natiirlich
kann diese Arbeit keinen vollstdndigen Einblick in die Thematik bieten, dazu ist die Quan-
tenmechanik zu komplex. Aber sie soll erreichen, dass der geneigte Leser, sofern er sich bisher
noch nicht mit der Quantenmechanik beschéftigt hat, das Thema kennenlernt und dass sein
Interesse geweckt wird. Denn die Quantenmechanik bietet solch iiberraschende Phanomene,
dass eigentlich jeder, der sich mit ihr beschéftigt, von ihr fasziniert ist.

Im Speziellen sollen in dieser Seminararbeit die Aspekte der Interferenz, der Verschriankung
und der Messung von quantenmechanischen Systemen erlédutert werden. Alle drei Teilgebiete
sind grundlegende Eigenschaften von Quantensystemen und somit essentiell fiir das Versténd-
nis von weiteren Bereichen und Anwendungen der Quantenphysik. Weiterhin gibt es noch
ein Kapitel iiber Qubits, die das quantenmechanische Pendant zu den Bits in klassischen
Computern darstellen. Dieses Kapitel stellt auch die erste Verbindung zum Quantencompu-
ting her, um das es in diesem Seminar gehen soll.

Man wird nicht umhinkommen, wenn man sich mit der Quantenmechanik befassen will,
sich auch mit der dahinter steckenden Mathematik zu beschéftigen. Diese ist allerdings in
ihren Grundziigen relativ einfach und beschrénkt sich (in den Bereichen, mit denen wir uns
in dieser Arbeit befassen wollen) auf Vektor- und Matrizenrechnung und lineare Gleichungs-
systeme im komplexen Zahlenraum sowie einige Differentialgleichungen. Trotzdem wird ver-
sucht, so wenig Mathematik wie moglich zu verwenden. Wir wollen uns in dieser Arbeit
auf die eigentlichen Phdnomene konzentrieren und die Mathematik nur als Hilfe betrachten,
die an notwendiger Stelle verwendet wird. In folgenden Artikeln wird die Mathematik der
Quantenmechanik eingehender erldutert werden.



Kapitel 1

Interferenz

Als eines der ersten bekannten Phdnomene der Quantenmechnik wollen wir die Interferenz
betrachten. Da sie schon sehr lange bekannt ist (schon linger als die Quantenmechanik an
sich) und sich sowohl mit Wasserwellen als auch mit Licht bzw. Materiewellen zeigen lisst,
wird sie auch in der Schule gerne demonstriert. Betrachten wir als erstes einen Versuchsauf-
bau, mit dem wir die Interferenz erhalten konnen.

Abbildung 1.1: Das Doppelspaltexperiment
Trennwand mit Doppelspalt ~ Detektorwand
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Dieser Versuchsaufbau enthélt einen Laser, dessen Lichtstrahl auf eine Wand gerichtet
ist, die zwei kleine Spalte enthiilt. Die Breite eines Spaltes und der Abstand zwischen den
Spalten liegt in der Grossenordnung der Wellenlénge des Laserlichts. Hinter der Wand mit
dem Doppelspalt befindet sich eine Detektorwand, auf der wir das Licht des Lasers sehen
konnen.

Wenn wir nun den Laser einschalten und seinen Lichtstrahl auf den Doppelspalt lenken,
so sehen wir hinter dem Spalt auf der Detektorwand nicht etwa einen Lichtpunkt (oder
vielleicht zwei), sondern eine ganze Reihe an Lichtpunkten, die von der Mitte hin nach aufien
immer schwicher werden. In Abbildung 1.1 wird dies durch die Kurve an der Detektorwand
dargestellt. Diese Intensititsverteilung erhélt man, wenn man an jedem Punkt die Intensitét
misst.

Uberlegen wir uns nun, wie diese Verteilung zustande kommt. Tun wir fiir einen Moment
so, als hétten wir nicht einen Laser benutzt, sondern Wasserwellen. Dann ergibt sich hinter
dem Doppelspalt das in Abbildung 1.2 gezeigte Muster. Dieses Muster entsteht durch die
Uberlagerung der zwei neuen Wellen, die beim Durchgang durch den Doppelspalt entstan-
den sind. Trifft ein Wellenberg auf einen anderen Wellenberg, so iiberlagern sie sich, und wir
erhalten konstruktive Interferenz, ndmlich ein lokales Maximum. Dasselbe gilt fiir zwei Wel-
lentéler, nur dass in diesem Fall die Phase anders ist, was aber fiir die Intensitét keine Rolle
spielt. Treffen allerdings Wellenberg und Wellental aufeinander, so erhalten wir destruktive
Interferenz, ndmlich ein lokales Minimum. Trifft ein lokales Maximum auf die Detektorwand,
so erhalten wir dort auch ein lokales Maximum, entsprechendes gilt fiir die lokalen Minima.

Diese Uberlegung gilt auch fiir das Licht des Lasers, wenn wir es als Welle auffassen.
Doch wie wir wissen, besteht Licht aus einzelnen Photonen. Wenn wir den Laser normal



Abbildung 1.2: Interferenz von Wasserwellen

arbeiten lassen, dann kommen geniigend Photonen gleichzeitig an, so dass wir von einer
Welle ausgehen konnen. Doch was geschieht, wenn wir die Intensitét des Lasers nach und
nach vermindern, bis schliefflich nur noch einzelne Photonen auf den Doppelspalt treffen?
Interessanterweise erhalten wir genau das gleiche Interferenzmuster wie vorher, nur baut es
sich nun langsamer auf. Doch wie kann das sein, obwohl wir gar keine Wellen mehr haben,
die sich iiberlagern kénnen?

Um diese Frage zu beantworten, schauen wir uns als erstes an, wie ein einzelnes Photon
vom Laser zur Detektorwand gelangen kann. Wenn wir annehmen, dass die Wand, die den
Doppelspalt enthélt, unendlich grofl ist, dann gibt es fiir das Photon eigentlich nur zwei
Wege zur Detektorwand: Nédmlich entweder durch den oberen Spalt oder durch den unteren.
Genaugenommen gibt es noch eine dritte Moglichkeit fiir das Photon. Es konnte sich ja teilen
und durch beide Spalte hindurchgehen. Um nun herauszufinden, welchen Weg das Photon
nimmt, &ndern wir unseren Versuchsaufbau ein wenig ab. Wir ersetzen unseren Laser durch
eine Elektronenquelle und bringen eine Lichtquelle (die wir beliebig an- und abschalten
koénnen) hinter dem Doppelspalt an. Abbildung 1.3 zeigt den veréinderten Versuchsaufbau.

Abbildung 1.3: Doppelspaltversuch mit Elektronen und Lichtquelle
Trennwand mit Doppelspalt ~ Detektorwand
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Lassen wir als erstes die Lichtquelle ausgeschaltet und die Elektronenquelle mit voller
Intensitdt arbeiten. Wir erhalten dann das aus Abbildung 1.1 bekannte Interferenzmuster.
Nun lassen wir nur noch einzelne Elektronen durch den Doppelspalt hindurchgehen und war-
ten ab, was geschieht. Immer noch erhalten wir das bekannte Interferenzmuster. Jetzt wollen
wir herausfinden, durch welchen Spalt das einzelne Elektron gegangen ist. Dazu schalten
wir unsere Lichtquelle ein. Wenn das Elektron durch den unteren Spalt hindurchgeht, so
erhalten wir einen Lichtblitz unten, wenn es durch den oberen Spalt geht, erhalten wir einen
Lichtblitz oben. Teilt sich das Elektron und geht durch beide Spalte, erhalten wir zwei Licht-
blitze. Das erste, was wir erkennen, ist, dass wir niemals zwei Lichtblitze gleichzeitig sehen,



sondern immer nur einen. Daraus schlieflen wir, dass sich keines der Elektronen geteilt hat

und durch beide Spalte hindurch gegangen ist. Es hat sich also immer fiir einen der beiden

Spalte ’entschieden’.

Allerdings stellen wir jetzt bei der Betrachtung der Intensititsverteilung fest, dass sie
sich entscheidend geéindert hat. In Abbildung 1.3 sehen wir die neue Verteilung. Sie ent-
spricht einer normalen Verteilung, wie wir sie eigentlich am Anfang schon erwartet hétten.
Aber warum erhalten wir, wenn das Licht eingeschaltet ist, keine Interferenz mehr? Nun,
vielleicht stort ja die Lichtquelle die Elektronen und lenkt sie aus ihrer eigentlichen Bahn
ab. Also dndern wir die Intensitét (Helligkeit) der Lichtquelle, um den Einfluss auf die Elek-
tronen zu verkleinern. Doch immer noch erhalten wir die obige Intensitétsverteilung. Nun
andern wir die Wellenléinge (Farbe) des Lichtes und damit die Energie der einzelnen Photo-
nen. Hier stellen wir eine Verdnderung fest: Wenn wir ab einem bestimmten Schwellenwert
die Wellenlénge noch gréfler machen, erhalten wir langsam wieder das bekannte Interferenz-
muster. Allerdings ist nun die Wellenldnge des Lichts so grof3, dass die Auflésung nicht mehr
ausreicht, um zu unterscheiden, durch welchen Spalt das Elektron gegangen ist. Wir erhal-
ten jetzt bei jedem Elektron einen groflen verschwommenen Lichtblitz, so dass wir iiber den
Ort des Elektrons nichts mehr aussagen kénnen. Das heift, sobald wir wissen durch welchen
Spalt das Elektron gegangen ist, erhalten wir keine Interferenz, wenn wir diese Information
nicht haben, ergibt sich das Interferenzmuster. Das fiihrt uns direkt zu einigen grundlegen-
den Regeln fiir Interferenz:

Die Feynman-Regeln fiir Interferenz'

1. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem idealen Experiment ist gleich dem
Quadrat des Absolutbetrages einer komplexen Zahl, der sogenannten Wahrscheinlich-
keitsamplitude:

Py = |®)? (1.1)

2. Gibt es fiir das Auftreten des Ereignisses mehrere alternative, ununterscheidbare Moglich-
keiten, so ist die Gesamtwahrscheinlichkeitsamplitude gleich der Summe der verschie-
denen einzelnen Wahrscheinlichkeitsamplituden: Man erhélt Interferenz.

Do D1+ Dy
Py = [®+ 3 (1.2)

3. Kann im Experiment festgestellt werden, welche der alternativen Moglichkeiten tatséchlich
gewdhlt wurde, so ist die Gesamtwahrscheinlichkeit gleich der Summe der einzelnen
Wahrscheinlichkeiten: Die Interferenz ist zerstort.?

P12

|@1)° + |@)
— P +P (1.3)

Mit diesen drei Regeln lisst sich die Interferenz am Doppelspalt einfach erkldren: Es gibt
zwei ununterscheidbare Alternativen fiir das Teilchen, um von der Quelle auf den Detektor-
schirm zu gelangen. Es kann entweder durch den oberen Spalt oder durch den unteren Spalt
gehen. Daraus folgt aus den Feynman-Regeln, dass Interferenz auftritt. Wenn wir allerdings
die Lichtquelle im Experiment einschalten, so konnen wir feststellen, durch welchen Spalt das
Teilchen gelangt ist und die verschiedenen Moglichkeiten sind nicht mehr ununterscheidbar.
Somit ist nach Regel 3 die Interferenz zerstort.

Allerdings ldsst sich damit das Interferenzmuster am Einfachspalt etwas schwieriger er-
kldren, da es hier ja keine zwei Moglichkeiten fiir das Teilchen gibt. Betrachten wir dazu als
erstes die von Werner Heisenberg aufgestellte Unschérferelation:

ApAx > % (1.4)

wobei h das Plancksche Wirkungsquantum, also eine Naturkonstante, darstellt. Die Aussage
der Unschérferelation ist, dass es nicht moglich ist, sowohl den Ort eines Teilchens als auch

Lsiehe [FLS96], S. 30
2Man beachte an dieser Stelle, dass [®1 4 ®2|? # |®1]% + |B2]?



seinen Impuls gleichzeitig beliebig genau zu messen. Je genauer die eine Eigenschaft gemessen
wird, desto ungenauer (unschiirfer) ist die andere bestimmt.?

Mit dieser Argumentation ist es relativ leicht, die Interferenz am Einfachspalt zu er-
klaren: Wenn das Teilchen durch den Spalt hindurchgeht, ist sein Ort relativ genau be-
stimmt, néimlich (in x-Richtung) auf die Breite des Spaltes. Dadurch ergibt sich nach der
Unschérferelation, dass der Impuls unbestimmt ist. Es kann also fiir ein einzelnes Teilchen
nicht vorhergesagt werden, welchen Weg es nach dem Spalt nehmen wird, also wo es auf den
Detektorschirm treffen wird. Es lésst sich nur eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Ort
des Auftreffens angeben. Diese Verteilung entspricht genau dem Interferenzmuster, das sich
(bei geniigend vielen Teilchen) auf dem Schirm zeigt.

3Im Allgemeinen wird die Unschérferelation mit Hilfe der Interferenz am Einfachspalt erklirt. Wir gehen
hier den umgekehrten Weg und setzen die Unschérferelation als gegeben voraus und erkldren damit die
Interferenz am Einfachspalt.



Kapitel 2

Qubits

Wie in der Einfithrung schon gesagt wurde (und wie man auch vermuten kénnte), sind
Qubits das quantenmechanische Pendant zu den klassischen Bits. Mit ihnen ldsst sich in
einem Quantencomputer auf dhnliche Weise rechnen, wie das in einem klassischen Computer
geschieht. Prinzipiell lieflen sich dafiir alle quantenmechanischen Teilchen verwenden, aber
um weiterhin mit der klassischen Informationstheorie arbeiten zu kénnen, werden fiir Qubits
quantenmechanische Zwei-Zustands-Systeme verwendet. Das kénnen z.B. Teilchen mit dem
Spin 1/2 sein, Ionen mit zwei diskreten Energieniveaus oder die Polarisation von Photonen
(in waagrechter und senkrechter Richtung). In jedem Fall gibt es fiir die verwendeten Teilchen
zwei diskrete, wohl unterscheidbare Moglichkeiten fiir den Grundzustand. Dadurch ldsst sich
die klassische Binérlogik prinzipiell auf einen Quantencomputer iibertragen. Natiirlich kann
man aufgrund weiterer Eigenschaften von Qubits einen klassischen Computer nicht Eins zu
Eins in einen Quantencomputer umwandeln. Aber die eigentliche Logik, die man verwendet,
unterscheidet sich kaum von den jetzigen Computern.

Auch die Darstellung von Qubits erfolgt analog zum klassischen Bit, es wird dabei die
sog. Dirac-Schreibweise verwendet.

|0) und |1),wobei gilt (¥|¥) =1,T = {0,1} (2.1)

Diese Darstellung bezeichnet ein Qubit in einem seiner zwei Grundzustinde. Bis zu diesem
Punkt gibt es abgesehen von der Schreibweise keinen Unterschied zum klassischen Bit (aufler
dass Qubits Teilchen und Bits Spannungs-/Stromunterschiede sind). Eine der ersten elemen-
taren Eigenschaften von Qubits, die wir betrachten werden, ist die sog. Uberlagerung oder
Superposition. Ein Qubit kann sich wie auch jedes andere quantenmechanische System mit
mehr als einem Grundzustand in einer Uberlagerung seiner Grundzustéinde befinden. Solch
ein Zustand wird mathematisch durch eine Linearkombination der Grundzustéinde im zwei-
dimsionalen komplexen Hilbertraum beschrieben, in unserem Fall der Qubits erhalten wir
dafiir die folgende Gleichung:

|\I/>1a|0>+ﬂ|1>a( ; )+5< ) >wobeigilt a,feCund [a? o =1 (2.2)

Die Absolutquadrate der Koeffizienten o und 8 werden dabei als Wahrscheinlichkeiten auf-
gefasst, das System im entsprechenden Grundzustand zu finden (siehe auch das Kapitel iiber
die Messung von quantenmechanischen Systemen).

W)y eC?®...0C (2.3)

Die Dimension des Hilbertraumes H zur Beschreibung von N Qubits wichst dabei exponen-
tiell mit der Anzahl der Qubits:
Dim (H) =2V (2.4)

Qubits haben eine Reihe von ausgezeichneten Eigenschaften, die sie deutlich von den
klassischen Bits unterscheiden. Als erstes ist dabei die oben angesprochene Uberlagerung
von Basiszustédnden zu nennen. Das System befindet sich dabei quasi in allen mo6glichen
Grundzustédnden gleichzeitig. Es ist schwierig, sich dieses Verhalten auf klassische Weise vor-
zustellen, da es im normalen Leben keine Entsprechung dafiir gibt. Am besten stellt man



sich Uberlagerung vor, in dem man sich folgendes sagt: ’Solange ich das System nicht beob-
achte, weiss ich nicht, in welchem Zustand es sich befindet. Also gehe ich davon aus, dass
es sich in allen Zusténden gleichzeitig befindet und sich erst dann, wenn ich es beobachte,
fiir einen konkreten Zustand entscheidet.” Dabei gelangen wir auch gleich zu einem ent-
scheidenden Punkt der Uberlagerung: Sobald das System beobachtet (und damit gemessen)
wird, verschwindet die Uberlagerung!. Weitere Einzelheiten zum Problem der Messung und
Beobachtung finden Sie im Kapitel Messung.

Wenn sich Qubits in einer kohirenten Uberlagerung befinden, so entwickelt sich das
System gleichzeitig auf allen moglichen Wegen und zeigt Interferenz. Dadurch ist es mit
einem Quantencomputer prinzipiell moéglich, einen Algorithmus auf alle moglichen Eingaben
gleichzeitig anzuwenden. Dazu gibt man die Eingabequbits in Uberlagerung in das System
und erhilt als Ausgabe eine Uberlagerung aller méglichen Ergebnisse.

Eine weitere Eigenschaft von Qubits ist die sog. Verschrinkung (engl: Entanglement).
Dabei kénnen die einzelnen Qubits nicht mehr getrennt durch Zusténde beschrieben werden,
sondern nur noch gemeinsam mit einer einzigen Gleichung. Mehr zu diesem Thema findet
sich im néchsten Kapitel.

Kommen wir nun noch kurz zur dynamischen Entwicklung eines Systems von Qubits.
Wie in jedem quantenmechanischen System wird die zeitliche Entwicklung durch die sog.
Schrodinger-Gleichung bestimmt. Da diese Gleichung nicht trivial ist (insbesondere die Her-
leitung), wollen wir sie an dieser Stelle der Vollstéindigkeit halber nur kurz angeben:

H W) = m% D) (2.5)

H ist dabei der sog. Hamilton-Operator, in dem die Umwelteigenschaften, also sédmtliche das
System beeinflussende Parameter enthalten sind. H ist eine hermitsche komplexe Matrix,
deren Bestimmung in der Praxis im allgemeinen sehr schwierig ist.

Letztendlich wollen wir mit Qubits ja nichts anderes machen als mit klassischen Bits
auch: nédmlich rechnen. Das gestaltet sich &hnlich wie mit klassischen Bits, allerdings mit
einem signifikanten Unterschied: Operationen auf Qubits sind immer reversibel!

Betrachten wir dazu kurz den Nachweis:

Das System hat einen Ausgangszustand, der in einen Endzustand iibergeht:
W)y = a1 |0) + Br[1) = W), = az |0) + B2 [1) (2.6)
Diese Operation ldsst sich schreiben als
), U = |¥), (2.7)

wobei U eine komplexe Transformationsmatrix ist. Aus 2.6 und 2.2 folgt, dass diese Bedin-
gungen gelten miissen:

lon[* + 181> =1 und [aof” +[)* =1 (2.8)

Es lisst sich zeigen, dass diese Bedingung nur mit einer unitéiren Transformationsmatrix U
erfiillbar ist. Aus den Eigenschaften einer unitéren Matrix folgt sofort, dass die Operation, die
U ausfiihrt, reversibel ist. Daraus ergibt sich auch, dass jede unitidre Transformationsmatrix
eine giiltige Operation auf einem Quantensystem darstellt.

Im Folgenden sehen wir als Vorgriff auf spétere Kapitel einige ausgewéhlte quantenme-
chanische Gatter und deren Transformationsmatrizen U. Wie man leicht durch nachrechnen
feststellen kann, sind diese Matrizen alle, wie oben gefordert, unitér.

Ivgl. das Doppelspaltexperiment im vorigen Kapitel. Dort verschwand das Interferenzmuster, sobald man
den Weg eines einzelnen Photons beobachtet hatte.



Das Hadamard-Gate:

Das Pauli-X-Gate:
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Kapitel 3

Verschrankung

Als eines der faszinierendsten Phénomene der Quantenmechanik wollen wir nun die Ver-
schrinkung (engl. Entanglement) betrachten. Ohne uns zuniichst Gedanken dariiber zu ma-
chen, wie man Verschrinkung (bzw. ihre Auswirkungen) im klassischen Sinne verstehen
konnte, betrachten wir zuerst ihre Eigenschaften.

Zwei quantenmechanische Teilchen kénnen eine Korrelation miteinander eingehen, die
Verschrankung genannt wird. Sobald sie verschrankt sind, kann keines der beiden Teilchen
mehr einzeln beschrieben werden. Es gibt daher keine Zustandsgleichung mehr, die ein ein-
zelnes der beiden Teilchen beschreiben kann. Es ist nur noch moglich, eine gemeinsame
Zustandsgleichung fiir die Teilchen anzugeben. Ein Beispiel fiir einen solchen Zustand sehen
Sie in Gleichung 3.1: .

V2

Diese Zustandsgleichung ist nicht faktorisierbar, d.h. sie ldasst sich nicht schreiben als

¥) (101) +[10)) (3.1)

W) = [V4) ®[V5p) (3-2)

Nachweis der Nicht-Faktorisierbarkeit verschrdankter Zustdinde
Gegeben sei folgender verschrinkter Zustand':

-t
V2

Wenn nun dieser Zustand faktorisierbar wére, so miisste folgendes gelten:

W) (=) = 1= 1+) (3-3)

(W) = [W1) [W2) mit |U1) =cy |[+); +c[=)y und [U) =dy [+), +d_[—),  (34)
Multipliziert man die obere Gleichung 3.4 aus, ergibt sich
(W) = cady [4); [+)o +crd— [+)y [ =)y T eody | =)y [4)y +ed—[=) 1 [—), (3.5)

Setzt man nun 3.3 und 3.5 gleich, ergeben sich folgende Bedingungen, um die Gleichung zu
erfiillen:

1 1
c4dy =0und cyd_- = —=und c_dy = ———=und c_d_ =0 3.6
+ 04 + \/é + \/é ( )
Wie man leicht erkennen kann, hat dieses Gleichungssystem keine Losung. Daraus ergibt
sich, dass dieser Zustand nicht faktorisierbar und damit verschrinkt ist. Somit haben die
einzelnen verschriankten Teilchen keine eigenen Zustandsgleichungen mehr.

Aber was charakterisiert nun ein verschrinktes System aufler der Tatsache, dass seine
Zustandsgleichung nicht faktorisierbar ist? Im Prinzip ist es eine auf den ersten Blick un-
scheinbare Eigenschaft: Die Messung des Zustandes eines der Teilchen legt das Messergebnis

L Anmerkung: + steht in diesem Bespiel fiir Spin Up eines Teilchens, - steht fiir Spin Down.



fiir das andere Teilchen fest. Betrachten wir dazu ein kleines Beispiel: Hat man zwei ver-
schrinkte Spin 1/2-Teilchen gegeben durch die Formel in 3.3 und misst man an einem der
beiden Teilchen beispielsweise den Spin |—), so ist damit sofort der Spin |+) fiir das ande-
re Teilchen festgelegt. Diese Festlegung des Messergebnisses fiir das zweite Teilchen erfolgt
sofort, also ohne Zeitverzogerung. Weiterhin ist es fiir diesen Effekt irrelevant, wie weit die
beiden Teilchen voneinander entfernt sind.

Allerdings ist durch diesen Effekt keine Kommunikation mit Uberlichtgeschwindigkeit
moglich, die der Einstein’schen Relativitéatstheorie widersprechen wiirde. Sie ist deshalb nicht
moglich, da das Messergebnis des ersten Teilchens mit normaler Kommunikation (also ma-
ximal mit Lichtgeschwindigkeit) zum Beobachter des zweiten Teilchens iibermittelt werden
muss. Denn wenn der zweite Beobachter das Ergebnis der ersten Messung nicht kennt, so ist
fiir ihn das Ergebnis der zweiten Messung nicht festgelegt?. Ein kleines Gedankenspiel soll
dies verdeutlichen: Betrachten wir Alice und Bob. Beide erhalten je ein Teilchen eines ver-
schrinkten Teilchenpaares. Nun fahren Alice und Bob getrennt voneinander in den Urlaub
und vereinbaren, dass jeder sein Teilchen misst, sobald er am Urlaubsort ankommt. Nehmen
wir nun an, dass Alice in ihrem Hotelzimmer den Spin |—) an ihrem Teilchen misst. Dadurch
wird das zweite Teilchen beeinflusst und somit ist festgelegt, dass Bob an seinem Teilchen
auf jeden Fall den Spin |+) messen wird. Aber vielleicht war es ja auch umgekehrt. Mogli-
cherweise ist Bob schon vor Alice angekommen und hat durch die Messung seines Teilchens
das Ergebnis von Alice Messung festgelegt. Es ldsst sich ohne eine weitere, klassische Kom-
munikation zwischen Alice und Bob nicht entscheiden, wer zuerst sein Teilchen gemessen hat
und welches Ergebnis durch das andere beeinflusst wurde.

Diese “geisterhafte®, sofortige Festlegung des zweiten Messergebnisses durch das (belie-
big) weit enfernte erste Teilchen war eine Eigenschaft der Quantenmechanik, die anfangs
nicht nur Zustimmung fand. Es wurde (u.a. von Einstein) nicht akzeptiert, dass eine lokale
Operation (die Messung des ersten Teilchens) auch nicht lokale Auswirkungen haben kann.
Um diesem Problem zu begegnen, wurde die Theorie der sog. versteckten Variablen (engl.
hidden Variables) entwickelt. Diese Theorie besagt, dass es diese nicht-lokalen Auswirkungen
nicht geben kann und dass deshalb die Messergebnisse der beiden Teilchen schon vorher fest-
gelegt gewesen sein muss. Diese Festlegung erfolgt durch eben diese versteckten Variablen,
die wir einfach nicht kennen und u.U. auch gar nicht kennen kénnen. Das heisst vereinfacht
ausgedriickt, dass es irgendwelche Parameter im System gibt, die den gemessenen Zustand
der Teilchen schon bei der Entstehung der Verschrinkung festlegen.

Allerdings lisst sich durch die sog. Bell-Ungleichungen zeigen, dass eine Theorie mit
versteckten Variablen die Quantenmechanik nicht vollstdndig beschreiben kann. Im Grunde
sind die Bell-Ungleichungen (von denen es im Prinzip unendlich viele gibt) nichts anderes
als Aussagen iiber die normale Wahrscheinlichkeit, bei der Messung von Teilchen bestimmte
Messwerte zu erhalten. Es wurde inzwischen in vielen Experimenten gezeigt, dass in der
Praxis die Bell-Ungleichungen eigentlich immer nicht erfiillt werden. Dadurch ist gezeigt,
dass sich die Ergebnisse nicht durch normale Wahrscheinlichkeiten erklédren lassen, was bei
versteckten Variablen der Fall sein miisste, sondern nur durch die oben beschriebenen Effekte
der quantenmechanischen Verschréankung.

Zum Abschluss sei an dieser Stelle noch eine mogliche Bell-Ungleichung dargestellt. Es
handelt sich dabei um die sog. CHSH-Ungleichung, benannt nach den Wissenschaftlern Clau-
se, Horne, Shimony und Holt, die diese Ungleichung als erste in einem Experiment verwendet
haben:

1
3 |E(A1,B1) + E(A1,By) + E(Asg,B1) + E(Ag,Bs)| <1 (3.7)

2Natiirlich ist fiir das zweite Teilchen das Messergebnis festgelegt, aber wenn der Beobachter des zweiten
Teilchens keine Kenntnis von der ersten Messung hat, kann er nicht im Voraus sagen, welches Messergebnis
er am zweiten Teilchen erhalten wird.
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Kapitel 4
Messung

Kommen wir nun zu einem vor allem fiir den praktischen Einsatz wichtigen Kapitel. Nach-
dem wir mit unseren Qubits gerechnet haben, mochten wir natiirlich auch das Ergebnis
unserer Rechnung feststellen. Dazu miissen wir das System (oder zumindest Teile davon)
einer Messung unterziehen und genau dabei stellen sich einige Probleme, die wir im klassi-
schen Computer nicht haben.

Betrachten wir als erstes ein System in Superposition. Wie schon angesprochen, ist dieser
Zustand eine Uberlagerung aller moglichen Basiszustéinde des Systems. Das Problem, das wir
nun haben, ist, dass man bei einem quantenmechanischen System immer nur Basiszusténde
messen kann. Man wird niemals eine Superposition direkt messen kénnen. Was aber geschieht
bei der Messung einer Superposition?

Oft werden die moglichen Zustédnde eines System auch als sog. Wahrscheinlichkeitswelle
beschrieben, die dem Messen eines jeden moglichen Zustands eine bestimmte Wahrschein-
lichkeit zuordnet. Bei der Messung des Systems kollabiert diese Wahrscheinlichkeitswelle auf
genau einen Zustand, ndmlich das Messergebnis. Danach befindet sich das System nicht mehr
in der Superposition, sondern in dem gemessenen Zustand. Jede weitere (gleiche) Messung
an diesem System liefert dann auch immer das gleiche Ergebnis.

Um das ganze ein wenig anschaulicher zu machen, sei an dieser Stelle eine kleine Grafik
gezeigt, die verdeutlichen soll, was bei einer Messung geschieht:

Abbildung 4.1: Kollaps der Wahrscheinlichkeitswelle

Vor der Messung: Reduktion auf Gleiches Ergebnis
Zustandsraum als genau einen wie bei der ersten
Wabhrscheinlichkeitswelle Zustand Messung
Messung >@ weitere Messung_) ®

Betrachten wir nun kurz den mathematischen Teil der Messung eines quantenmechani-
schen Systems. Die Messung wird beschrieben durch eine Menge von Messoperatoren { M, },
wobei sich der Index m auf das mogliche Ergebnis bezieht. Diese Messoperatoren sind hermit-
sche Matrizen, die so gewéhlt sind, dass sich alle Wahrscheinlichkeiten p,, auf 1 summieren.
Die Wahrscheinlichkeit fiir ein bestimmtes Messergebnis m ergibt sich durch die folgende
Formel:

und der Zustand des Systems nach der Messung ist gegeben durch
M, |¥
(U] M, My, |0)

Es gibt noch zwei weitere Moglichkeiten, die Messung mathematisch zu betrachten. Die
eine ist die sog. 'Projektive Messung’. Dabei wird die Spektralzerlegung der Observablen
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bestimmt und mit dieser weitergerechnet. Auf diese Weise ist es sehr einfach mdoglich, den
Erwartungswert und die Varianz der moglichen Ergebnisse zu bestimmen. Desweiteren gibt
es noch die sog. POVM (Positive Operator-Valued Measure). Diese Art der Berechnung ist
vergleichbar der oben angegebenen, vernachléssigt aber den Zustand des Systems nach der
Messung und liefert nur die Wahrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Moglichkeiten. Da-
her wird diese Messung oft dann verwendet, wenn man nur die Ergebnisse ben6tigt und das
System danach nicht mehr. Die allgemeinste Art der Messung ist allerdings die oben in Glei-
chung 4.1 angegebene. Alle anderen Messungen sind Abwandlungen von dieser und lassen
sich durch diese auch durchfiihren.

Es gibt allerdings noch ein weiteres, schwerwiegenderes Problem bei der Messung von
quantenmechanischen Systemen. Wie am Anfang angesprochen, besagt die Heisenbergsche
Unschiérferelation, dass es nicht moglich ist, gleichzeitig den Ort und den Impuls eines Teil-
chens beliebig genau zu messen. Diese Aussage trifft nicht nur auf Ort und Impuls zu, sondern
auch auf andere Kombinationen von Eigenschaften. Niels Bohr prigte dafiir den Ausdruck
"Komplementaritét’. Die gleichzeitige, genaue Messung von zueinander komplementéiren Ei-
genschaften ist demnach nicht moglich.

Man muss dabei allerdings noch zusétzlich beachten, dass es auch nicht moglich ist, die
Ergebnisse von komplementéren Eigenschaften, die in verschiedenen Messungen bestimmt
wurden, zu einem Gesamtergebnis zusammenzufithren. Denn bei den unterschiedlichen Mes-
sungen wurde nicht das gleiche System gemessen, sondern verschiedene, da ja, wie oben
angesprochen, jede Messung den Zustand eines Systems verdndert.

Mit Hilfe der Heisenbergschen Unschérferelation ist es moglich, die maximale Genauig-
keit der Messung beliebiger komplementérer Eigenschaften zu bestimmen.

Als weiteres anschauliches Gedankenexperiment wollen wir nun die nach Erwin Schrédin-
ger benannte ’Schrodingers Katze’ betrachten.

Abbildung 4.2: Schrédingers Katze

il

Die Katze befindet sich in einem abgeschlossenen Kasten, der einen Apparat enthilt,
der zufillig (mit p = 0,5) innerhalb einer Stunde ein todliches Gift freisetzen kann. Die
Zufalligkeit wird dabei z.B. durch die Messung des Zerfalls von radioaktiven Atomen erzeugt.
Dadurch erhélt man echte Zufélligkeit.

Wenn man nun genau eine Stunde wartet, so ist die Katze mit Wahrscheinlichkeit p = 0,5
tot und ebenfalls mit der Wahrscheinlichkeit p = 0,5 noch lebendig. Quantenmechanisch
betrachtet, befindet sich die Katze in diesem Moment in der Superposition zwischen den Ba-
siszustéinden tot und lebendig. Offnet man allerdings dann den Kasten, findet eine Messung
des Systems statt und die Superposition zerfillt und man findet die Katze entweder tot oder
lebendig vor.

Damit sind wir auch schon beim néchsten Thema: Es ist nicht immer moglich, einem Teil-
chen eine Eigenschaft zuzuordnen. Ohne die Eigenschaft zu messen, kann man nicht davon
reden, das Teilchen besitze diese Eigenschaft {iberhaupt. Die Elektronen im Doppelspaltex-
periment ohne Lichtquelle hatten die Eigenschaft Ort nicht. Erst mit dem Einschalten der
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Lichtquelle, was ja dem Messen des Ortes entsprach, besaflen die Elektronen wieder die Ei-
genschaft Ort. Erst dann war es wieder sinnvoll, iiber den Ort der Teilchen zu reden. Genauso
besitzt die Katze im obigen Beispiel im Uberlagerungszustand die Eigenschaft *Lebendigkeit’
nicht. Es hat keinen Sinn zu sagen, die Katze wire tot oder lebendig. Erst mit dem Offnen
des Kastens, was ja wieder eine Messung darstellt, kann man dariiber eine Aussage treffen.

Allerdings kann man sich eine Katze in Superposition sicherlich nur sehr schwer vorstellen.
Und genau genommen wird sich die Katze in dem Kasten nie (bzw. nur eine sehr kurze
Zeitspanne lang) wirklich in der Superposition befinden. Denn nicht nur das direkte Messen
oder Beobachten eines Systems veréindert es, sondern jede Interaktion mit ihm. Allerdings ist
schon der Aufprall eines Sauerstoffatoms aus der Umgebungsluft eine Interaktion mit dem
System. Dadurch wird das System veréndert und die Superposition zerfillt.

Diese Wechselwirkung der Umgebung mit dem System wird Dekohérenz genannt. Im La-
bor ist sie meist unerwiinscht, im téglichen Leben ist sie sehr niitzlich, denn sonst wéiren wir
stiandig von Katzen umgeben, die weder tot noch lebendig sind... Durch die Dekohérenz ist
es im Experiment sehr schwierig, quantenmechanische Systeme zu untersuchen. Denn durch
eine Beeinflussung des Systems von aussen wird natiirlich das Messergebnis verfilscht. Also
ist man bestrebt, diese auszuschalten. Dazu muss allerdings das System vollstdndig von der
Umwelt getrennt werden. Das ist bei mikroskopischen System noch im Bereich des Machba-
ren, aber bei makroskopischen Dingen, wie z.B. einer Katze, ist das im Prinzip unmoglich.
Und genau aus diesem Grund ist Schrédinges Katze auch nur ein Gedankenexperiment.
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